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1. GRUPURI

Acest capitol contine informatii despre nofiunea de lege de compozitie (notati generic ,, * ) pe
o multime nevid# (M) si principalele proprietiiti ale acesteia. Acest concept este ilustrat prin
exemple intilnite in anii precedenti. Cuplul (M ,*) este o structuri algebrici: monoid, grup.

Notiunea de grup este una fundamentali in matematici, aviand aplicatii in diverse domenii:
teoria ecuafiilor algebrice §i a ecuatiilor diferenfiale, teoria relativititii, cristalografiei, teoria
informatiei, etc.

Ca grupuri remarcabile figureazi: grupurile de matrice, grupurile de transformiri (care sunt
grupuri infinite), grupuri de permutiri, grupul claselor de resturi, grupul ridicinilor de ordin n
ale unitiii (care sunt grupuri finite) etc.

Se defineste conceptul de izomorfism de grupuri. Doui astfel de grupuri se bucuri de aceleasi
proprietiti algebrice. Pentru grupurile finite izomorfe tablele lor sunt la fel organizate.

Fiecare concept introdus beneficiazi de probleme rezolvate diverse precum s§i de un set
consistent de probleme propuse (cele mai multe fiind date la bacalaureat sau admitere in facultiti
in ultimii ani).

istoric. Notiunea de grup a fost utilizati pentru prima dati

de matematicianul francez Evariste Galois (1811-1832) il s B A

(mort in duel la vérsta de 21 ani), care este adevaratul | Evariste GALOIS (1811 -1832)

creator al teoriei grupurilor. Ideile teoriei grupurilor ,,erau Matematician francez

in aer” (cum se intimpld adesea cu ideile matematice

fundamentale) inainte de Galois, si anumite teoreme ale

teoriei grupurilor au fost demonstrate sub o formi naiva
de Lagrange (1736-1813). Contemporanii lui Galois n-au
inteles 5i deci nici apreciat lucrarile sale geniale. Ei nu s-au
interesat decit dupid aparitia in 1870 a cirtii lui Jordan

»Traité des substitutions et des équations algébriques®. De

abia la sfarsitul secolului al XIX-lea in teoria grupurilor,

»fantezia a fost definitiv abandonati pentru a face loc unei

pregitiri atente a scheletului logic* (F. Klein ,,Conferinte

asupra dezvoltirii matematicilor secolului al XTX-lea®).

Matematicianul englez Arthur Cayley (1821-1895), unul dintre cei mai prolifici matematicieni

(cu studii 1a celebrul Trinity College of Cambridge University, a scris peste 200 de articole) a

fost printre primii care a descris grupurile abstracte.

R
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1.1. LEGE DE COMPOZITIE INTERNA

Conceptul care urmeaza a fi prezentat l-am Intalnit inc3 din gimnaziu, fari a-1 defini in
termenii folositi in acest paragraf, iar mai tarziu, in anii de licen precedenti, 1-am



extins pentru alte categorii de mulfimi. Acum vom interpreta lucrurile invatate in
ceilalti ani dintr-un punct de vedere mai abstract.

Reamintim cd datd fiind o mulfime nevida M prin produsul cartezian M xM
intelegem multimea tuturor perechilor de elemente (x, y) (prima componenti este x, iar

ceade-adouaeste y)cand x,y €M , adicA M xM =

. Defimpe. Fie M 0 mulp_me nevxda Se numeste operatle algebrlci 1
binard (sau lege de compozifie internd sau simplu lege de compozitie) |

| definitd pe M o aplicatie f:M xM — M, care asociazi fiecarei perechi

5_ (x,y)€eM xM un unic element f(x,y)eM .

' Elementul f (x,y) se numeste compusul lm X cu y.

e R LS B e e e T —— e van & S oeres

Agsadar, la orice pereche (cuplu) (x,y)éM xM =M 2. aceastd operatie face si
corespunda in mod unic elementul f(x,y) din aceeasi multime M. Uneori in loc de
f(x,y) se scrie xfy, dar cel mai des se desemneazd operatia binard pe M printr-un
simbol special:
o, L, T, U, N, &Ge,...

Urmand aceastd cale vom numi x-y (sau simplu xy, fard nici un semn intre x §i y)
produsul §si x+ y suma elementelor x,ye M .
in primul caz vom spune ca legea este datd multiplicativ, iar in al doilea aditiv.
Se infelege ca, in majoritatea cazurilor, aceste denumiri sunt conventionale.
In general, pe o multime M se pot defini mai multe operatii diferite. Cand dorim sa
punem in evidentd una dintre ele vom utiliza parantezele (M,*) si vom spune ca
operatia * conferd multimii M o structuri algebricd sau cd (M,*) este un sistem
algebric.
De exemplu, pe multimea Z pe lingd operatiile +,- (adunarea si inmultirea
numerelor intregi) putem defini si alte operatii ,,derivate**:
xoy=x+y—2xy,xxy=—x+y,x1l y=—x—y-+xy etc. care se obtin cu ajutorul
operatillor + (sau -) si .. Rezultd astfel structuri algebrice diferite:
(Z,+): (2,), (Z.2),(Z:%),(2, L)
Asa cum vom vedea in capitolele care urmeazi, vom clasifica structurile algebrice
dupi:

¢ numérul de legi de compozitie;

e proprietitile acestor operatii.

Exemple cunoscute de legi de compozifie

. Adunarea pe N (multimea numerelor naturale) este aplicatia +:NXN — N care asociazi
cuplului (x, y) elementul x +y (suma dintre x si y). Vom marca aceastd corespondentd prin

(x,y) > x+y.



" fnmultirea pe N este aplicatia.-:N x N — N dati de corespondenta (x,y)— x-y.

Adunarea pe M,(C) (mulfimea matricelor pitratice de ordin 7 cu elemente numere complexe)
este definitd prin +: M, (C)xX M, (C) > M, (C), (4,B)— A+ B.
<. inmultirea pe M, (C) este aplicatia definitd prin -: M, (C) X M, (C) — M, (C), (4,B)— 4B.
. Reuniunea pe P(M) (mulfimea pértilor lui /; reprezinti toate submultimile lui M) este definitd
prin: U: P(M) X P(M) — P(M), (4,B)— AUB.
& Intersectia pe P(M) este definiti prin : P(M)x P(M)— P(M), (4,B)— AN B.
7. Compunerea pe F(M) (multimea functiilor definite pe M cu valori in M) este aplicatia
ot F(MYx F(M)— F(M), (f.g)— fog.
Desigur cii exemplele pot continua cu alte legi de compozitie intdlnite in anii precedenti.

Tabla operatiei (legii)
Daca multimea M este finita, atunci operatia algebricd x pe M poate fi data prin asa

numita tabli a operatiei (sau tabla lui Cayley). intr-adevir, daci M = {al, Qs eens an} ,
atunci tabla operatiei arati astfel:

UN PIONIER AL MATEMATICII

* a a, a; a,
Arthur CAYLEY (1821 - 1895)

Q |G *aq @qxay cogpxa;p o 4 xa, Matematician englez

A |@xap ayxay -t ayxa; v a4y xay

@ | ap*xay ayxay - ayxa; - agpxa,

ay | Gy *xay apxay - apxa; - a,xa,

In acest tabel elementul a; *a ; este situat pe linia i
CONTRIBUTI

$i coloana j. Dacd notdm a; = @; *a;, atunci putem

 Yeoria matricelor
* teoria grupurilor

gandi tabla operatiei ca 0 matrice 4= (a,vj ) .
y=1,n

Daca luam M = {l,—l,i,—i} cu operatia de inmulfire,
- atunci avem tabla legii prezentatd aldturat. Alcatuiti
11 =1 & =i (3p]alegii pe multimea M in cazurile:

-1l-1 1 < i 1)M={,2734,>56}, xxy=min{x,y};

i P o~ =1 1 2)M={,23,4,5 6}, xcy=cmm.d.c{x,y}.

—i| =i i 1 -1

1 -1 i —i
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Daci (M ,*) este o structurd algebric3, iar H este o submultime nevid3 a lui M, atunci
pentru x.y € H elementul x*y poate si fie in multimea H sau si fie in afara ei, adic
inM-H.

Definitie. Daca pentru orice x; y€ H , compusul x*y apa;?inc tot lui
H, atunci spunem c3 H este parte stabili a lui M in raport cu operatia * .

Deci, H este parte stabild a lui M in fapdri- cu *@[Vi,yeH =
= xx*y € H|(fig. 1)

T ST

e e

we m e

fn raport cu adunarea, N este parte stabild a lui Z,
Z este parte stabild a lui Q etc.

Analog, in raport cu adunarea matricelor M,, ,(Z) M
este parte stabild a lui M, ,(Q),

M, 1 (Q) este parte stabild a lui M, ,(R) etc.
Dacda Z(M), S(M) sunt multimea functiilor
injective definite pe M cu valori in M si respectiv
mulfimea functiilor surjective de la M la M, atunci
acestea sunt parti stabile ale lui 7 (M) in raport cu
operatia de compunere a functiilor. Fig. 1

Observeiii, 1) Adjectivul ,,stabild* din notiunea de ,,parte stabili“ pentru o submulfime
H a lui M in raport cu s vine si precizeze ci dacd x,y € H (sunt dou# elemente
arbitrare din H), atunci §i compusul lor x* y rimane in H.

2) Daci H C M si se consider3 o aplicatie » pentru H, atunci aceasta nu este neapirat
o lege de compozitie. Acest lucru trebuie dovedit. Deci enuntul nu poate fi de forma:

113

»Fie H o mulfime si legea de compozitiepe H, x*y=...".
Exemplificdm acest lucru prin urmatoarea problema:
Fie H =[0,2] si aplicatia xxy=xy—x—y+2, (V)x,y,€H.
Aritati ci « este o lege de compozitie pe H.
Deci trebuie si aritam ci (V)x,y€H = xxy€H . Ori avem xxy=(x—1)(y~1)+1.

Cum x,y€ H =|x—1|<1|y-1<1.

x’y€H=>x*yEH

Prin urmare faptul c& x€ H <|x—1/<1. Decix*xy€H &{x*y—I _<_1®|(x——1)(y—-1)' <l&
|x—1]|y =1/ <1, ceea ce este adevirat pentru ca |x—1| <1, |y-1|<1.



3) Dac# H este parte stabild a lui M in taport cu *, atunci HxH CM xM si deci
putem vorbi de restrictia legii * la H x H , care este tot o lege de compozitie. Pentru
comoditate vom nota gi restrictia tot cu *.

Deci, dacd H este parte stabild a lui M in raport cu *, atunci legea de compozitie
w:HxH— H sespune cd este 1 uside legea de compozitie de pe M. Se mai spune
c legeade pe M n:!:cpe H o lege de compozitie.

Fle M=2,lar H=22={2%|k €Z) (multimea numerelor intregi pare) si H'=2Z+1={2%k+1kcZ}
(mulfimea numere¢lor intregl impare) avem H, H' CZ.

¥Pe Z considerim legea de compozifie adunarea numerelor ritregi. Se constatd ugor ci H este parte
stabilt a lui Z fn raport cu adunarea deoarece din x,y € H, x= 2k,y =2/, k,/ €Z avem

X+y=2k+1)€E2Z In timp ce H' nu este parte stabild a lui Z in raport cu adunarea pentru ca daci
Xy€2L 4, x=2k+1, y=2+ k[€Z ,atunci x+y=2k+I14+1)¢g2Z+1.
ZPentru M =Z consideriim legea de compozitle x» y =max(x,y). Fie

H ={0,1,2,3,4) . Atuncl H este o parte stabil a lni Z In raport cu +. #0123 4
ntr-adeviir, acest Jucru va reiesi din tabla legii pentru H, 0[0 1 23 4

Observiim cll toate eletnientele (rezultate din compunere) ce figureaza in tabld apartin 1{1 1 2 3 4

lui H. Prin urmare H este perte stabili a lui Z ?n rapott cu legea * . 202 2 2 3 4
“Fle M =R ol legea de compozitle x e y = xy —~x — y+ 2. Considerim 3l3 333 4

intervalele H = (1, 2), H' = (2, 3) submultimi ale lui R . S& probam ci H

este parte stablla a lul Rfin raport cu +, in timp ce H' nu are aceasts 4|4 4 4 4 4

proprietate.

R Intr-adevar, fie x,y€H . Atunci trebuie probat cd x*yeEH @ I<xy=x=y+2<2¢&
Sl<x=1)(y=D+1<20<(x=1)(y=1)<1 ceea ce este evident, deoarece x,y€EH &
@lexry<280<x=Ly=1<l, lardeaici O0<(x=1)(y=1<1.

Pentru afirmatia relativd la H' este de observat c¢i luind x—% v:% din H', rezul@

x&yﬁ-fﬁ-“d-ﬂ—~—+2ﬁ='7¢ﬂ'.Decinupentruorice X, yEH's>xxyeH".

Probleme propuse

1Pe N* se conslderd legea de compozitie x + y = c.mm.d.c.(x,y). Fle H={x&N'x divide 10}.

Aritagl cil H este parte stablli a Il N* In raport cu #, construind tabla legil,

7Pe mulfimes Z definim legile de compozitie:
x @ y = restul impirfiril luf x + y prin §,

X ® y = restul impiirfirii lui x.y prin 5,
Aritatl ¢l H =(0,1, 2, 3,4} este parte stablli a Iuf Z tn raport cu fiecare din cele dous legl,
alcittuind tablele legilor.
3fle Hu{=3,~101}CZ §l x+y=min(x,y) o lege de compozi;le pe Z. Probagl cii H este
parte stablld alul Z in raport cu », alefituind tabla legti.

‘Ariagich 2||[p|={a+bJplaib €2, p €N’ prim},



Q[\/p|={a+bplab €QpEN" prim)
sunt pirti stabile ale lui R n raport cu adunarea §i inmultirea.
5. Sisearatecd H={z€C| |z| =1} este parte stabild a lni C in raport cu operatia de inmulgire.

Este finitad multimea H ?
6. Pe R se consideri legea de compozitie x x y = xy —2(x + y)+6 . Si se arate ci H = (1,3) este

parte stabild a lui R in raport cu legea *.

7. Pe R se consideri legea x L y=5xy—20(x+ y)+84. Si se arate ci H =[4,0c)este parte
stabild alui R in raport cu legea .

2. Pe R considerim legea de compozitie ¥ * y =+/x2 + y2 =9 . Aritafici H = [3,00) este o parte

stabild a luf R in raport cu .
5. Aritati ci urmitoarele submulfimi ale lui C sunt pirfi stabile in raport cu inmultirea
numerelor complexe:

a) {2”|n€Z}; b) {a+b\/3|a,bez,a2+b2:co}; c) {zl [z|§1};

) {zlle|>1}; o {z1]f 22} f){zllzl<%}
it. Pe F(R={0,1}) considerim operatia de compunere a functiilor. Fie H ={f, f2,/3}s

; -1 1
fiR=OD 5 R-(01},i=123, i) =%, ===, f1x)= ==
Probati cii H este parte stabili a lui 7 (R —{0,1}) in raport cu operatia de compunere, alciituing tabla

legii.

ywx ER={0,1}.

1:.Pe F(R —{0}) se consideri operatia de compunere a functiilor.

Fie H={(fi;f3f3f2}C F(R—{0)), unde fl(x)=x,f2(x)=—x,f3(x)=—i—,f4(x)=~—;—.

Aritati cil H este parte stabild a lui F(R —{0}) In raport cu o, alciituind tabla legii.

12, Determinati pérfile finite ale lui R stabile fn raport cu adunarea din R gi partile finite ale lui
R stabile in raport cu inmultirea din R.

12, Fie H={A(1 =

Si se arate cdl H este o parte stabild a lui AM»(R) in raport cu operatia de inmultire.

cosQo  sina
=sina  cosal

lae R} C My(R)

a b
14. Fie H ={[ d]'a,b,c,d EZ,a+b=c+d}CM2(Z). Ariitati ci H este parte stabild a lui
c

M,(Z) In raport cu operatia de inmultire a matricelor.
iz Pe R se defineste legea de compozitie * prin x*y=x+y+xy. Si se determine a € R astfel
incit multimea H = [a,oo) si fie parte stabild a lui R in raport cu legea .

i%. Pentru ce valori ale parametrului real a, intervalul 7 este parte stabild a lui R in raport cu
+ * “in cazurile:

1) xxy=xy=2x—2y+a,I =(2,00); 2) xxy=x+y+axy, I =[-100).
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